
数学·リファレンスシート

押し出しと引き戻し
写像 φ : M → N に沿って積分がどう移るか。関数と微分形式は引き戻され、測度とベク
トルは押し出され、ヤコビアンがその為替レートになる。変数変換、面積公式、押し出し
測度とその密度、余面積公式、そして食い違いやすい流儀。
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実線：押し出し 破線：引き戻し

1 どちら向きに動くか

写像 φ : M → N は点を前へ送る。N の点で評価されるもの（関
数、余ベクトル、k形式）は φと合成できるので Mへ戻る。こ
れが引き戻しである。Mの点でできているもの（曲線、接ベク
トル、質量分布）は運ばれる。これが押し出しである。積分は
この二つを組にし、その組は保たれる。
引き戻し φ∗ f = f ◦ φ,

(φ∗ω)p(v1, . . . , vk) = ωφ(p)(dφ v1, . . . , dφ vk)

押し出し dφp(v) = d
dt φ(γ(t))|0, (φ#µ)(B) = µ(φ−1B)

双対性
∫

N
g d(φ#µ) =

∫
M
(φ∗g)dµ,

∫
φ◦γ

ω =
∫

γ
φ∗ω

関手性 (ψ ◦ φ)∗ = φ∗ ψ∗ （順序が逆）, (ψ ◦ φ)# = ψ# φ#

引き戻しはどんな滑らかな写像でも使える。ベクトル場や関数
の押し出しには φが微分同相である必要がある。測度はいつで
も押し出せ、関数はファイバー上で積分することでのみ押し出
せる（§6）。
2 微分形式の引き戻し

座標 y = φ(x)では、すべての yi を φi(x)に、すべての dyi をそ
の微分に置き換える。

φ∗(dyi) = dφi = ∑j
∂φi

∂xj dxj

φ∗(α ∧ β) = φ∗α ∧ φ∗β, d φ∗ = φ∗ d

φ∗( f dy1 ∧ · · · ∧ dyn) = ( f ◦ φ) det Dφ dx1 ∧ · · · ∧ dxn

最高次の規則こそヤコビアンが現れる理由である。dy1 ∧ · · · ∧
dyn は交代的な多重線形形式なので、n × n 行列 Dφ はその行
列式として作用する。k 形式では係数は k × k 小行列式にな
る：φ∗(dyI) = ∑J det

(
∂φI/∂x J)dx J。
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極座標 φ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ)。小区画 dr dθ は面積 r dr dθ の曲がった区画に写
る。φ∗(dx ∧ dy) = (cos θ dr − r sin θ dθ)∧ (sin θ dr + r cos θ dθ) = r dr ∧ dθだからで
ある。

覚えておくヤコビアン
写像 |det Dφ|または面積要素
極座標 (r, θ) r
円柱座標 (r, θ, z) r
球座標 (r, θ, ϕ), θは天頂角 r2 sin θ

線形 x 7→ Ax + b |det A|
n次元の極座標 rn−1 dr dσSn−1

グラフ z = h(x, y)
√

1 + |∇h|2
曲面 φ(u, v)を R3 |φu × φv|
k次元曲面 φ : U ⊂ Rk → Rn

√
det(DφTDφ)

3 微分形式の積分：符号は残る

向きを保つ n次元向きづけられた多様体の微分同相 φ : M → N
と、N上の台がコンパクトな n形式 ωに対し、∫

M
φ∗ω =

∫
N

ω, 一般には
∫

M
φ∗ω = deg φ

∫
N

ω

これは連結で向きづけられた多様体の間の固有な滑らか写像
についての式である。次数は正則値の逆像を符号つきで数え
る：deg φ = ∑x∈φ−1(y) sgn det Dφ(x)。向きを反転させると符号
が変わる。線積分は n = 1の場合で、∫

γ ω =
∫ b

a ωγ(t)(γ
′(t))dt

は向きを保つどんな媒介変数の取り替えでも変わらない。
回転数 R2 \ 0上の dθ = (x dy − y dx)/(x2 + y2)は閉形式だが完全
形式ではない。閉曲線 γ : S1 → R2 \ 0について

1
2π

∫
S1 γ∗ dθ = deg(γ/|γ|)は整数になる。γ∗dθは S1 上の角度形式

（総量 2π）の引き戻しだからである。

ストークスの定理は引き戻しと可換である：∫
M d φ∗η =∫

∂M φ∗η。したがって領域上の det Dφ の符号つき積分は、境
界の行き先だけで決まる。正方形の像の辺が線分になる写像な
ら、折れ重なりの有無によらず、四隅の靴ひも公式による面積
になる。
4 測度の変数変換：絶対値

ルベーグ測度は向きを見ないので、行列式は絶対値で入
る。φ : U → φ(U)が Rn の開集合の間の C1 微分同相で、 f ≥ 0
が可測なら、∫

φ(U)
f (y)dy =

∫
U

f (φ(x)) |det Dφ(x)|dx.

面積公式 単射性を外す。U ⊂ Rn から Rn へのリプシッツ写像
（特に C1 写像）φでは、各点は当たった回数だけ数えられる。∫

U
f (φ(x)) |det Dφ(x)|dx =

∫
Rn

f (y) N(φ, y)dy

N(φ, y) = #
(

φ−1(y) ∩ U
)
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一つの角を他の三つの内側へ引き込んだ正方形の双一次写像。det Dφは (u, v)の
一次式なので、直線を境に符号が変わる（左）。その像（破線）が折り目で、そ
の向こうの細い部分は二重に覆われる。|det |を使えば引き戻した積分はそこを二
度数え、符号つきの detでは打ち消される。

Rn の中の k 次元の M（k < n）では、行列式をグラム因子
Jk φ =

√
det(DφTDφ)に置き換える。これは偏導関数の張る平

行体の k 次元体積である。このとき面積公式は、像のハウスド
ルフ測度 Hk を重複度つきで計算する。
ガウス積分(∫

R
e−x2

dx
)2

=
∫

R2 e−(x2+y2)dx dy =
∫ 2π

0

∫ ∞
0 e−r2

r dr dθ = π。極座
標写像が単射でないのは零集合（半直線 θ = 0と原点）の上だけ
で、公式はそれを無視する。

5 測度の押し出し

可測写像 T : X → Y と X 上の測度 µ に対し、像測度は
T#µ(B) = µ(T−1B) で、T∗µ や µ ◦ T−1 とも書く。確率論で
は、X ∼ µ なら T(X) ∼ T#µ である。すべての性質は次の一
行から受け継がれる。∫

Y
g d(T#µ) =

∫
X
(g ◦ T)dµ

可測な g ≥ 0、または g ∈ L1(T#µ)すべてについて
証明：定義から指示関数で成り立ち、したがって単関数で成
り立ち、単調収束定理によりすべての g ≥ 0 で成り立つ。帰
結：全質量は保たれる。T#δx = δT(x)。経験測度は経験測度に
移る：T#

( 1
n ∑ δxi

)
= 1

n ∑ δT(xi)。期待値は上の空間で計算でき
る：E[g(T(X))] =

∫
g ◦ T dµ。

密度の公式 Rn 上で µ = ρ dxで、Tが C1 かつほとんどいたる
ところ det DT 6= 0なら、T#µの密度は

ρT#µ(y) = ∑
x∈T−1(y)

ρ(x)
|det DT(x)|

= ρ(T−1y) |det D(T−1)(y)| （Tが単射のとき）
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a = 1.6の T(x) = x + a sin(2πx)/2π と [0, 1]上の一様な µ。窓 Bは三つの区間に
引き戻される。T′ = 0となる折り目の高さ y∗ で、密度は可積分な |y − y∗ |−1/2 型
の特異性をもつが、測度そのものは有限のままである。

一次元の手順

Y = T(X) Yの密度
aX + b ρ

(
(y − b)/a

)
/|a|

X2 (
ρ(
√

y) + ρ(−√
y)
)
/(2

√
y), y > 0;

X ∼ N(0, 1)なら χ2
1

eX ρ(log y)/y（正規分布から対数正規分布）
FX(X) FX が連続なら [0, 1]上一様
F−1(U), U ∼ Unif 分布関数 Fの分布（逆関数法）
tan(π(U − 1

2 )) コーシー分布: 1/π(1 + y2)
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F −1(u) 分位関数 F−1 は [0, 1] 上のルベーグ測度を µに押

し出す。u の等間隔の刻みは、密度の高いところ
に集まる yの刻みになる。押し出しを逆から読む
と (F−1)#Leb[0,1] = µである。

Box–Muller (0, 1)2 上の一様測度を
(u1, u2) 7→

√
−2 log u1 (cos 2πu2, sin 2πu2)で押し出す。極形式では

r =
√
−2 log u1、θ = 2πu2 なので u1 = e−r2/2

で、|du1 du2| = 1
2π re−r2/2 dr dθ = 1

2π e−(x2+y2)/2 dx dy。独立な二つ
の標準正規分布になる。

6 ファイバーに沿った積分

m < nの F : Rn → Rm では、点の逆像は n − m次元のファイバ
ーで、押し出しの密度はその上の積分になる。重みは法ヤコビ
アン JF =

√
det(DF DFT)（m = 1なら単に |∇F|）の逆数であ

る。cと c + δのファイバーにはさまれた殻の厚さが δ/|∇F|だ
からである。

余面積:
∫

Rn
g JF dx =

∫
Rm

(∫
F−1(c)

g dHn−m
)

dc

F(X)の密度: q(c) =
∫

F−1(c)

p
JF

dHn−m =
d F#(p dx)

dc

F = r F = xy
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平面上の標準ガウス分布とそのファイバー、濃い灰色は殻 c ≤ F ≤ c + δ。F = xy

では c = 0付近の殻が |∇F|の小さい座標軸に沿うので幅が広くなり、qは対数的
に尖る（K0(|c|)/π）。

F |∇F| q(c)

x 1 周辺密度 ∫
p(c, y)dy

x + y
√

2 畳み込み ∫
p(t, c − t)dt（dℓの √

2と相
殺）√

x2 + y2 1 c
∫ 2π

0 p(c cos θ, c sin θ)dθ; ガウス分布なら
レイリー c e−c2/2

xy
√

x2 + y2
∫

p(x, c/x)
dx
|x| ; ガウス分布: K0(|c|)/π

y/x
√

x2 + y2/x2
∫

p(x, cx) |x|dx; ガウス分布ならコーシー

微分形式のファイバー積分 コンパクトで向きづけられた
m 次元ファイバーをもつ束 π : E → B では、ファイバー
上の積分は押し出し π∗ : Ωk(E) → Ωk−m(B) で、∫

B π∗ω =∫
E ω、dπ∗ = π∗d（閉じたファイバー）、そして射影公式

π∗(π∗α ∧ β) = α ∧ π∗β が成り立つ。測度と最高次形式は押
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し出せ、低次の形式は積分するファイバーがあるときにだけ押
し出せる。
7 流れ：時間方向の押し出し

ベクトル場 Xの流れを Φt とし、µt = (Φt)#µ0 の密度を ρt とす
る。∫

g dµt =
∫

g ◦ Φt dµ0 を微分すると連続の方程式が、引き
戻すとリー微分が得られる。

∂tρ +∇· (ρX) = 0,
d
dt

det DΦt = (∇· X) ◦ Φt det DΦt

d
dt

∣∣∣
0
Φ∗

t ω = LXω = d ιXω + ιXdω

リウヴィル：発散のない場（LX vol = 0）は体積を保つので、
密度は単に運ばれる：ρt = ρ0 ◦ Φ−1

t 。ハミルトン流が相空間で
ωn を保つのはこのためである。
8 流儀と落とし穴

• 符号か絶対値か。微分形式は det Dφ を使い向きを必要とする。
測度と密度は |det Dφ| を使い向きを必要としない。向きづけら
れない多様体で積分できるのは密度だけである。
• どのヤコビアンか。∫

f (y)dy =
∫

f (φ(x))|det Dφ(x)|dx のヤコ
ビアンは、積分変数からの写像のものである。T(X) の密度は逆
像での |det DT|で割る。同じことだが yでの |det D(T−1)|を掛
ける。
• 逆像はすべて。単射でない写像では T−1(y)にわたる和になる。
枝を一つ忘れると（X2 のように）質量が失われる。
• 順序が逆になる。(ψ ◦ φ)∗ = φ∗ψ∗：引き戻しは反変である。余ベ
クトルへの φ∗ の行列は転置 DφT である。
• 記法。φ∗ は幾何では微分、確率論では像測度、微分形式ではフ
ァイバー積分を意味する。T#µなら曖昧さがない。局所微分同相
に沿った測度の引き戻しを φ∗µと書く本もあり、それは密度を φ
と合成し |det Dφ|を掛けたものである。
• 臨界値。ファイバー上で ∇F = 0となるところでは qが発散する
ことがある（xyの尖り、|y − y∗|−1/2 の折り目）が、その積分は
有限のままである。サードの定理により臨界値は零集合である。

9 計算例

T(X)の分布を求める手順
1. T が正方でない（Rn → Rm、m < n）なら、補助の座標を
加えて正方の写像にするか、直接に余面積公式（§6）を使
う。

2. T(x) = yを解き、逆写像の枝をすべて挙げる。
3. 各枝で ρに |det D(T−1)|を掛けて和をとり、補助の座標を積
分して消す。

4. 検算：全質量が 1 であること、そしてモーメントを一つ∫
g ◦ T dµと照合すること。

球面の面積 φ(θ, ϕ) = (sin θ cos ϕ, sin θ sin ϕ, cos θ)では
|φθ × φϕ| = sin θなので、面積は ∫ 2π

0

∫ π
0 sin θ dθ dϕ = 4πである。

アルキメデスの帽子箱定理：円柱への射影 (ϕ, z = cos θ)では
dz ∧ dϕ = − sin θ dθ ∧ dϕなので、向きを除いて面積を保つ。

単位 n球の体積 ルベーグ測度を R(x) = |x|で押し出すと
R#(dx) = |Sn−1| rn−1 dr。すると
πn/2 =

∫
e−|x|2 dx = |Sn−1|

∫ ∞
0 rn−1e−r2

dr = |Sn−1| Γ( n
2 )/2なの

で、|Sn−1| = 2πn/2/Γ( n
2 )、|Bn| = |Sn−1|/n = πn/2/Γ( n

2 + 1)とな
る。

線形写像によるガウス分布 X ∼ N(m, Σ)で Aが可逆な
ら、(A ·+b)# N(m, Σ) = N(Am + b, AΣAT)。密度には 1/|det A|
がかかり、それがちょうど

√
det Σを

√
det AΣAT に変える因子で

ある。正方でない Aでも、特性関数 Eeiξ·AX = Eei(ATξ)·X、つまり
試験関数の引き戻しから同じ答えが出る。

ガンマとベータ X ∼ Γ(a)、Y ∼ Γ(b)は独立とする。写像
(x, y) 7→ (s, t) = (x + y, x/(x + y))の逆は x = st、y = s(1 − t)で
|det | = s。同時密度は sa+b−1e−s

Γ(a+b) · Γ(a+b)
Γ(a)Γ(b) ta−1(1 − t)b−1 とな

り、S ∼ Γ(a + b)と T ∼ Beta(a, b)は独立
で、B(a, b) = Γ(a)Γ(b)/Γ(a + b)も得られる。

10 輸送：写像を選ぶ

µと νが与えられたとき、輸送写像とは T#µ = νを満たす T の
ことである。一次元では単調なものが T = F−1

ν ◦ Fµ である。Rn

ではブルニエの定理により、二乗費用の最適写像は凸な ϕによ
る T = ∇ϕ で、§5 の密度の公式はモンジュ・アンペール方程
式になる。

ρµ(x) = ρν
(
∇ϕ(x)

)
det D2ϕ(x)

W2
2 (µ, ν) =

∫
|x −∇ϕ(x)|2 dµ(x)

絶対値は要らない。D2ϕ は半正定値なので、行列式はす
でに ≥ 0 である。機械学習の正規化フローも同じ恒等式
log ρµ = log ρν ◦ T + log |det DT| で、det DT が安く計算でき
るように Tを組み立てる。
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