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積の要約
∏の恒等式・変形・収束判定

常備用の要約 • 断りのない限り ak > 0とし、対数をとる操作を許す

0 定義と約束

n

∏
k=m

ak = amam+1 · · · an, ∏
k∈S

ak

• 空積は 1。n < m または S = ∅ のとき積は 1 であ
る。他のすべての恒等式が成り立つための約束であ
り、決して 0としてはならない。
• 一項の積。∏m

k=m ak = am。分割は自動的に従う。
• ∏は ∑の乗法版である。ak > 0である限り、和に
ついて知っていることはすべて対数を通して積に移
る。
• 有限の添字集合では順序は問題にならない（可換
性）。行列や作用素では問題になる（§12）。

相加相乗平均( n

∏
k=1

ak

)1/n
≤ 1

n

n

∑
k=1

ak, ak ≥ 0

等号成立は全ての akが等しいときに限る。重みつきの
形は ∑ wk = 1、wk ≥ 0のもとで ∏ awk

k ≤ ∑ wkak（ヤ
ング／ヘルダーの不等式）。
積分積（連続極限）

b

∏
a

(
1 + f (x)dx

)
= exp

∫ b

a
f (x)dx

1 有限積の代数

∏
k
(akbk) =

(
∏

k
ak

)(
∏

k
bk

)
, ∏

k
ap

k =
(
∏

k
ak

)p

n

∏
k=m

c ak = c n−m+1
n

∏
k=m

ak 因子を数えよ

n

∏
k=m

ck = c(
n+1

2 )−(m
2)

n

∏
k=m

ak =
j

∏
k=m

ak ·
n

∏
k=j+1

ak 分割

n

∏
k=m

ak =
n+t

∏
k=m+t

ak−t ずらし

n

∏
k=m

ak =
n

∏
k=m

am+n−k 反転

∏
i

∏
j

aij = ∏
j

∏
i

aij フビニ

m

∏
i=1

n

∏
j=1

aibj =
(
∏

i
ai

)n(
∏

j
bj

)m

全単射による添字の付け替え。σ : S → T が全単射な
らば ∏k∈S aσ(k) = ∏t∈T at。巧妙に見える積の評価の
ほとんどは、k ↔ n− k、d ↔ n/d、k ↔ 2k/2k+1と
いった対応づけを隠しているにすぎない。

2 対数と指数の双対性

ak > 0のとき

∏
k

ak = exp
(
∑
k

log ak

)
, log ∏

k
ak = ∑

k
log ak

和の技法はすべて積の技法になる。部分分数分解は因
子のテレスコープに、アーベルの総和法、オイラー・
マクローリン、優収束定理、コーシーの判定法もその
まま移る。
対数微分（積を極の和に変える）

d
dz

log ∏
k

fk(z) =

(
∏k fk

)′
∏k fk

= ∑
k

f ′k(z)
fk(z)

一般化された積の微分法則( n

∏
k=1

fk

)′
=

n

∑
j=1

f ′j ∏
k 6=j

fk

3 テレスコープ—最も有用な技法

ak =
f (k + 1)

f (k)
と書けるならば

n

∏
k=m

f (k + 1)
f (k)

=
f (n + 1)

f (m)

方針。ak を因数分解し、 f (k) 7→ f (k + 1) あるいは
f (k + j)というずれを探す。多項式の比がテレスコー
プするのは、分子と分母の根が整数だけ隔たっている
ときに限る。
標準的なテレスコープ

n

∏
k=1

(
1 + 1

k

)
= n + 1,

n

∏
k=2

(
1− 1

k

)
= 1

n

n

∏
k=2

(
1− 1

k2

)
=

n + 1
2n

,
∞

∏
k=2

(
1− 1

k2

)
= 1

2

n−1

∏
k=0

(
1 + x2k)

=
1− x2n

1− x
二進

n

∏
k=1

cos
x
2k =

sin x
2n sin(x/2n)

−−−→
n→∞

sin x
x

n

∏
k=2

k3 − 1
k3 + 1

=
2(n2 + n + 1)

3n(n + 1)
−−−→
n→∞

2
3

最後の例：k3 − 1 = (k− 1)(k2 + k + 1)、k3 + 1 = (k + 1)(k2 − k +
1)、そして f (k) = k2 + k + 1とおくと k2 − k + 1 = f (k− 1)。二つ
のテレスコープが同時に起きている。
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3 テレスコープ—最も有用な技法 （続き）

乗法的差分学
(∆× f )(k) = f (k + 1)/ f (k) とすると、微分積分学の
基本定理にあたるものは ∏n

k=m(∆× f )(k) = f (n +
1)/ f (m)であり、「乗法版の部分和分」は

∏
k

f (k)∆g(k) =
(境界項)/

∏
k

g(k + 1)∆ log f (k)

4 階乗・下降べき・上昇べき

n! =
n

∏
k=1

k, 0! = 1 （空積）

xn =
n−1

∏
k=0

(x− k) =
Γ(x + 1)

Γ(x− n + 1)
下降

(x)n = xn =
n−1

∏
k=0

(x + k) =
Γ(x + n)

Γ(x)
上昇

(
n
k

)
=

k

∏
j=1

n− j + 1
j

=
nk

k!

n

∏
k=1

(2k) = 2nn! = (2n)!!

n

∏
k=1

(2k− 1) =
(2n)!
2nn!

= (2n− 1)!!

n

∏
k=1

k! = G(n + 2) バーンズ G,
n

∏
k=1

kk = H(n) 超階乗

ヴァンデルモンドの行列式

det
(
x j−1

i
)n

i,j=1 = ∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)

下降べきの合成と反転

xm+n = xm · (x−m)n, xn = (−1)n(−x)n

5 ガンマ関数—連続化された階乗

Γ(z + 1) = z Γ(z), Γ(n + 1) = n!

オイラーの極限と積表示

Γ(z) = lim
n→∞

n! nz

∏n
k=0(z + k)

=
1
z

∞

∏
n=1

(1 + 1/n)z

1 + z/n

1
Γ(z)

= z eγz
∞

∏
n=1

(
1 +

z
n

)
e−z/n ワイエルシュトラス

相反公式と倍数公式

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin πz

Γ(z)Γ
(
z + 1

2
)
= 2 1−2z√π Γ(2z) ルジャンドル

5 ガンマ関数—連続化された階乗 （続き）

ガウスの乗法公式—ずれの積の一般形

m−1

∏
k=0

Γ
(

z +
k
m

)
= (2π)

m−1
2 m

1
2−mz Γ(mz)

使い方：範囲を動く一次因子の積∏k(ak + b)はガンマ関数の比にま
とまる。∏n−1

k=0 (ak + b) = an Γ(n + b/a)/Γ(b/a)。これが一次因子の
積に対する普遍的な「閉じた形」である。

6 1の冪根と多項式の積

ω = e2πi/n とすると

xn − 1 =
n−1

∏
k=0

(
x−ωk), xn − an =

n−1

∏
k=0

(
x− aωk)

n−1

∏
k=1

(
1−ωk) = n,

n−1

∏
k=1

2 sin
kπ

n
= n

n−1

∏
k=1

sin
kπ

n
=

n
2 n−1 ,

n−1

∏
k=1

cos
kπ

n
=

sin(nπ/2)
2 n−1

円分多項式とメビウスの反転

xn − 1 = ∏
d|n

Φd(x), Φn(x) = ∏
d|n

(
xd − 1

)µ(n/d)

• ヴィエト。最高次係数 1 の n 次多項式 p(x) =
∏i(x− ri)は∏i ri = (−1)n p(0)をみたす。より一般
に p(c) = ∏i(c− ri)。 因子を掛けるのではなく多項式を評
価せよ。

• 終結式。

Res( f , g) = adeg gbdeg f ∏
i,j
(αi − β j) = adeg g ∏

i
g(αi)

• 行列式。det A = ∏i λi、det(AB) = det A det B、
det eA = etr A。



積の要約—∏の恒等式と変形 3/5

7 数論における積

n = ∏p pνp(n)（νp 6= 0は有限個）とすると

τ(n) = ∏
p|n

(
νp + 1

)
, σs(n) = ∏

p|n

p s(νp+1) − 1
ps − 1

φ(n) = n ∏
p|n

(
1− 1

p

)
, ∏

d|n
d = nτ(n)/2

• f が乗法的ならば f (n) = ∏pa‖n f (pa)。理論全体が
「素数べきの上で定義し、積をとる」という一言に
尽きる。
• ウィルソン。素数 pに対し∏

p−1
k=1 k ≡ −1 (mod p)。

• オイラー積。乗法的な f が ∑ | f (n)|n−σ < ∞をみた
7 数論における積 （続き）

すとき

∑
n≥1

f (n)
ns = ∏

p

(
1 +

f (p)
ps +

f (p2)

p2s + · · ·
)

とくに ζ(s) = ∏p(1− p−s)−1（<s > 1）であり

1
ζ(s)

= ∏
p

(
1− p−s) = ∑

n

µ(n)
ns

• メルテンスの第三定理。∏
p≤x

(
1− 1

p

)−1
∼ eγ log x。

8 q‑積・分割・テータ

q‑ポッホハマー記号（無限積の場合は |q| < 1）：

(a; q)n =
n−1

∏
k=0

(
1− aqk), (a; q)∞ = ∏

k≥0

(
1− aqk)

[n]q! =
n

∏
k=1

1− qk

1− q
,

[
n
k

]
q
=

(q; q)n

(q; q)k (q; q)n−k

オイラーの分割母関数

∏
k≥1

1
1− qk = ∑

n≥0
p(n)qn

∏
k≥1

(
1 + qk) = ∏

k≥1

1
1− q2k−1

8 分割・五角数・テータ

五角数定理

∏
k≥1

(
1− qk) = ∑

j∈Z

(−1)jq j(3j−1)/2

ヤコビの三重積—以下の多くはここから出る

∏
m≥1

(
1− q2m)(1 + q2m−1z

)(
1 + q2m−1z−1) = ∑

n∈Z

qn2
zn

8 分割・五角数・テータ （続き）

q‑二項定理とデデキントのエータ

∑
n≥0

(a; q)n

(q; q)n
zn =

(az; q)∞

(z; q)∞
, η(τ) = q1/24 ∏

n≥1

(
1− qn)

q = e2πiτ。

9 無限積の収束

積は必ず∏k≥1(1+ ak)の形に書き直す（極限値を先に
括り出す）。
定義。有限個の因子を除いたのち、部分積が 0 でな
い極限に収束するとき ∏k≥1(1 + ak) は収束するとい
う。0に近づく場合は0への発散と数える。
必要条件。ak → 0。十分ではない：∏(1 + 1/k)は発散する。
主判定法。ak 6= −1 のとき、積が収束することと
∑k log(1 + ak) が収束することは同値である（分枝を
固定する。|ak| < 1となれば有効）。
絶対収束。∑k |ak| < ∞ ⇐⇒ ∏k(1 + |ak|) < ∞。この
とき ∏(1 + ak)は収束し、値は項の並べ替えで変わら
ない。
正項の場合。ak ≥ 0 なら ∏(1 + ak) が収束 ⇐⇒
∑ ak < ∞。0 ≤ ak < 1 なら ∏(1 − ak) > 0 ⇐⇒
∑ ak < ∞。∑ ak = ∞ならば ∏(1− ak) = 0。
二次の判定。∑ ak が収束しても ∑ a2

k が発散すれば積
は 0に発散する。log(1+ ak) = ak − 1

2 a2
k +O(a3

k)。二次
の項を必ず確認せよ。
一様収束・解析性。 fk が領域 Ω 上で正則で、任意
のコンパクト集合 K 上 ∑k supK |ak| < ∞ ならば
∏(1 + ak) はコンパクト一様収束し、正則関数 F を

9 無限積の収束 （続き）

定める。F(z) = 0となるのは、ある因子が消える点に
限り、その重複度は各因子の重複度の和である（ワイ
エルシュトラス）。
有用な評価

∏
k
(1 + ak) ≤ exp

(
∑
k

ak

)
(ak ≥ 0)

∏
k
(1 + ak) ≥ 1 + ∑

k
ak (ak ≥ 0)

∏
k
(1− ak) ≥ 1−∑

k
ak (0 ≤ ak ≤ 1)∣∣∣∏

k
(1 + ak)− 1

∣∣∣ ≤ exp
(
∑
k
|ak|

)
− 1

最後の評価は打ち切り誤差の見積もりに使える。無限積を途中で止
めたときの誤差は ∑ |ak |の尾部で押さえられる。
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10 古典的な無限積

sin πz = πz
∞

∏
n=1

(
1− z2

n2

)
オイラー

10 古典的な無限積 （続き）

cos πz =
∞

∏
n=1

(
1− 4z2

(2n− 1)2

)
sinh πz = πz

∞

∏
n=1

(
1 +

z2

n2

)
sin x

x
=

∞

∏
k=1

cos
x
2k ヴィエト

π

2
=

∞

∏
n=1

4n2

4n2 − 1
=

2
1
· 2

3
· 4

3
· 4

5
· · · ウォリス

2
π

=

√
2

2
·
√

2 +
√

2
2

·

√
2 +

√
2 +
√

2
2

· · ·

∞

∏
n=2

(
1− 1

n2

)
=

1
2

,
∞

∏
n=1

(
1 +

1
n2

)
=

sinh π

π

∞

∏
n=2

n3 − 1
n3 + 1

=
2
3

,
∞

∏
n=1

(
1− 1

4n2

)
=

2
π

sin / cosの一族はすべて一つの事実の言い換えである。位数 1の整
関数は零点によって eaz+b を除いて定まる（アダマール）。上の正
10 古典的な無限積 （続き）

弦の積に z = 1/2、z = i、z = 1/4を代入すれば、ウォリスの公式
や sinh π/πが出てくる。

11 零点から関数を作る

ワイエルシュトラスの初等因子

E0(w) = 1− w

Ep(w) = (1− w) exp
( p

∑
j=1

wj

j

)
, p ≥ 1

指数部分は収束因子である。|w| ≤ 1のとき |1− Ep(w)| ≤ |w|p+1。
ワイエルシュトラスの因数分解定理
零点 a1, a2, . . .（重複を込め an → ∞）と 0における位
数 mの零点をもつ f 6≡ 0は

f (z) = zmeg(z) ∏
n≥1

Epn

( z
an

)
と書ける。g は整関数、pn は任意の r に対し
∑n(r/|an|)pn+1 < ∞となるように選ぶ。
アダマールの定理
f の位数が ρで有限ならば、p = bρcを一様にとるこ
とができ、gは次数 ≤ ρの多項式となる：

f (z) = zmeg(z) ∏
n≥1

Ep

( z
an

)
, deg g ≤ ρ

帰結：収束指数について s > ρならば ∑ |an|−s < ∞。有限位数で零
点をもたない整関数は eg(z) の形に限る。正弦の積と 1/Γが ρ = 1
の二つの標準例である。

12 順序つき（非可換）積

行列や作用素では順序の約束を決め、明示せよ。
−→n
∏
k=1

Ak = A1 A2 · · · An,

←−n
∏
k=1

Ak = An · · · A1

• det ∏k Ak = ∏k det Ak、 ま た
(
∏k Ak

)−1
=

←−
∏k A−1

k （順序が逆になる）。
• tr は巡回的であって乗法的ではない。tr(AB) =

tr(BA)だが tr(AB) 6= tr A tr B。
• eAeB = eA+B が成り立つのは [A, B] = 0のときに限
る。一般には BCH 公式か、リー・トロッターの積
eA+B = limn→∞

(
eA/neB/n)n を用いる。

• 積分積・時間順序指数。Y′(t) = A(t)Y(t)、Y(0) =
I の解は

Y(t) = T exp
∫ t

0
A(s)ds = lim

∆→0

←−
∏

(
I + A(tj)∆

)
• ∏(I + Ak) の収束は ∑k ‖Ak‖ < ∞ ならば保証され
る。
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13 積の漸近挙動

対数をとり、和について知っていることを使う。

log
n

∏
k=1

f (k) =
n

∑
k=1

log f (k)

≈
∫ n

1
log f (x)dx + 1

2 log f (n) + · · ·

オイラー・マクローリン。補正項がスターリングの √2πn を与え
る。

n! ∼
√

2πn
(n

e

)n(
1 +

1
12n

+
1

288n2 + · · ·
)

(
2n
n

)
∼ 4n
√

πn
,

n

∏
k=1

(
1 +

x
k

)
∼ nx

Γ(x + 1)

小さい因子の線形化
maxk |ak| → 0 かつ ∑k ak → S、∑k a2

k → 0 ならば
∏k(1 + ak) → eS。 ポアソン近似の原動力である。すなわち
∏i(1− pi) ≈ e−∑i pi が成り立つ。
感度

δP
P

= ∑
k

δak
ak

相対誤差は加算される。各因子が精度 εで分かってい
る n個の積は、精度 ≈ nεでしか分からない。
14 確率と母関数

• 独立性。P
(⋂

k Ek
)
= ∏k P(Ek)、独立な Xk に対し

E ∏k Xk = ∏k EXk。
• 生存確率・少なくとも一つ。P(一つも起きない) =

∏k(1− pk) ≈ e−∑ pk（すべての pkが小さいとき）。

• 誕生日型。
n−1

∏
k=0

(
1− k

N

)
≈ e−n2/2N。

• 独立な確率変数の和の母関数（積率母関数・確率母
関数）は各母関数の積である。特性関数も同様で、
密度の畳み込みに対応する。
• 部分集合と多重集合。∏i(1 + xai )は重みつきの部分
集合を数え、∏i

1
1− xai

は多重集合を数える。

• 二次モーメント法、ロヴァースの局所補題型の評
価、チェルノフ限界はいずれも ∏k EeλXk の評価に
帰着する。

15 陥りやすい誤りと検算

• 空積は 1であって 0ではない。n = m− 1の境界の
場合を必ず確認せよ。
• 因子を数えよ。∏n

k=m c = c n−m+1。この一つずれが
この要約で最も多い誤りである。
• 零因子が一つあれば全体が消える。積で割る前に、
どの因子も 0 でないことを確かめよ。たとえば
∏n−1

k=1 cos(kπ/n)は nが偶数のとき 0である。
• 0への収束は発散である。無限積では∏(1− 1/k) =

0は素朴な意味では「収束」だが、発散する積とし
て扱う。

15 陥りやすい誤りと検算 （続き）

• 対数は符号と分枝に注意。複素数の因子や符号の変
わる因子では、まず符号を括り出すか、|ak| < 1と
なってから Log(1 + ak)を使う。
• ∑ ak の収束は∏(1 + ak)の収束を意味しない。∑ a2

k
を確認せよ。反例：ak = (−1)k/

√
k。

• 条件収束する積の並べ替えは値を変える。級数と同
じ。
• 順 序 つ き の 積 は 交 換 し な い。∏k A−1

k 6=(
∏k Ak

)−1（順序を逆にしない限り）。
• 数値計算では下位桁が落ちる。∑ log ak を累積する
か、途中で規格化する。akが小さいときは log1p(ak)
を使う。
• 主張した恒等式は小さい nで検算せよ。n = 1, 2, 3
を手で確かめ、無限積は 103 項ほどで数値的に確か
める。誤差は exp(∑ |ak|)− 1で押さえられる。

16 対応表—和↔積

和 積

∑ ak ∏ ak

0（空和） 1（空積）
∆ f (k) = f (k+1)− f (k) f (k+1)/ f (k)

テレスコープ和 テレスコープ積
相加平均 相乗平均
∑が収束 ∏(1 + ak)が収束
絶対収束 ∑ |ak| ∏(1 + |ak|) < ∞

部分分数分解 因数分解とずらし
アーベルの総和法 乗法版の部分和分
e∑ ∏

(
e(·)

)
ディリクレ級数 ∑ f (n)n−s オイラー積 ∏p(· · · )
log Γ、ディガンマ ψ Γ、1/Γ

f ′/ f の極 f の零点

17 手順—見知らぬ積への取り組み方

1. 規格化する。定数と主要な増大度を先に括り出し、
各因子を ak → 0となる 1 + ak の形に書く。

2. 完全に因数分解する。平方差・立方差、k2± k+ 1、
円分多項式、三角関数の積和公式。整数だけ隔た
った根を探す。

3. テレスコープを探す。ak = f (k+1)/ f (k) あるいは
f (k+j)/ f (k)と書けるか。根が整数だけ隔たった多
項式の比は、必ずガンマ関数の比に収まる。

4. さもなくば対数をとる。∑ log(1 + ak) を二次の項
まで展開して収束を判定し、漸近展開はオイラー・
マクローリンで行う。

5. 形 を 見 抜 く。∏(1 − z2/n2) ⇒ 正 弦。∏(1 +
z/n)e−z/n ⇒ 1/Γ。∏(1 − qk) ⇒ 分割・エー
タ。∏p(· · · )⇒ディリクレ級数。

6. 検算する。小さい n を手で、次に数値的に。尾部
は exp

(
∑k>N |ak|

)
− 1で押さえる。


